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Die Formulierung von Versagenskriterien bei bestimmten Grenzzuständen (Fließen, Bruch u. a. m.) wird in der Fachliteratur zunehmend
diskutiert. Dabei werden unterschiedliche theoretische Konzepte angewandt. Dazukommen verschiedene Aspekte der Werkstofftechnik,
die in den entsprechenden festkörpermechanischen Modellen Berücksichtigung findenmüssen. In dervorliegenden Arbeit wird der Ver-
such unternommen, ein verallgemeinertes Versagenskriterium für isotrope Werkstoffe zu formulieren. Dieses beruht auf der Theorie der
Grenzflächen und bezieht auch kompliziertere Werkstoffeigenschaften (z. B. unterschiedliches Verhalten beim Zug und Druck) in die Be-
trachtung ein.
On a criterion of failure in the theory of limit state for isotropic ma-
terials
The formulation of criterions of failure for some limit (plastic flow, fracture etc.) is discussed. There are used different theoretical frame-
works. Moreover, there exist some aspects ofmaterialsciences considering in the solidmechanics. ln the presentpaperis given an attempt
to formulate a general criterion of failure for isotropic materials. The cirterion is based on the theory oflimit surfaces. Using this approach it
is possible to analyse so-called secondorder effects (for example. different behavior in tension and compression).
O. Einleitung
Gegenwärtig werden Berechnungen zum Grenzzustand
von Maschinen- und Konstruktionselementen bei zeitlich
unabhängiger Kraft- oder Temperaturbeanspruchung im
Rahmen der ohänomenologischen Vorgehensweise, d.h.
auf der Grundlage von Vorstellungen der Festkörperme-
chanik. realisiert. Der Beitrag der Festkörperphysik ist
nicht zu unterschätzen — u.a. konnte mit ihrer Hilfe die Fe-
stigkeit zahlreicher Konstruktionswerkstoffe erhöht wer-
den. Gleichzeitig erscheint eine Grenzzustandsanalyse
von Maschinen- und Konstruktionselementen ausgehend
vom atomaren Aufbau gegenwärtig unrealistisch.
im Rahmen der klassischen Vortstellungen der Festkör-
permechanik [1] bis [3] ist der Eintritt des Grenzzustandes
in einer Konstruktion ein skleronomes Phänomen, welches
mit dem Erreichen eines kritischen Wertes (Schwellwert)
eines bestimmten Parameters verbunden ist. Dieser Para-
meter steht in Beziehung mit dem Spannungs- und/oder
Deformationszustand. Die Schwellwertgröße ist eine Cha-
rakteristik des betrachteten Werkstoffs und wird aus einem
Grundversuch (einachsiger Spannungszustand) ermittelt.
Vielfach ist dies der Zugversuch. Daneben wird angenom-
men, daß der Grenzzustand lokalen Charakter aufweist—
er wird in einem bestimmten Punkt oder charakteristi-
schem Gebiet erreicht. lm nachfolgenden Beitrag witrd ein
verallgemeinertes Kriterium formuliert und diskutiert. Da—
bei wird gezeigt, daß dieses Kriterium bekannte klassische
Kriterien enthält, wobei für diese Anwendungsempfehlun-
gen angegeben werden können.
1. Formulierung eines verallgemeiner-
ten Kriteriums fiir den Grenzzustand
Der Grenzzustand, der in einer Konstruktion eintritt, soll
zunächst mit Hilfe von experimentellen Untersuchungen
an Standardprüfkörpem aus dem zu untersuchenden
Werkstoff bei einem homogenen und einachsigen Span-
nungszustand analysiert werden. Dabei sollten die Bedin-
gungen für die äußere Belastung der Prüfkörper maximal
den realen Betriebsbedingungen der betrachteten Kon-
struktionen angepaßt werden. lm Grundversuch (gewöhn—
lich der Zugversuch) wird das Spannungs-Verformungs-
diagramm für den zu untersuchenden Werkstoff ermittelt.
Die Werkstoffe lassen sich dabei mit Einschränkungen in
spröde und duktiie Werkstoffe einteilen. Auf dem Bild sind
typische Diagramme für die Verformungen in Richtung der
angreifenden Belastung dargestellt ( 1 -— spröder Werk-
stoff, 2 — duktiler Werkstoff). Der Grenzzustand für einen
spröden Werkstoff ist der Bruch. Dieser tritt ein, wenn in
der Probe die Spannungen einen Grenzwert, der dem
Bruch entspricht, erreicht. Dieser Wert kann als Zugfestig-
keit az bezeichnet werden. Mit anderen Worten— der Bruch
tritt in der Probe aus sprödem Werkstoff bei Erfüllung der
Bedingung
o = dz = Rm (1.1)
ein. Rm ist der entsprechende Werkstoffkennwert Zugfe-
stigkeit.
Der Grenzzustand eines duktilen Werkstoffs ist durch Flie-
ßerscheinungen gekennzeichnet. Dabei kommt es zu
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einer uneingeschränkten Zunahme der Deformationen bei
konstanter Belastung in der Probe. Die Fließbedingung
läßt sich dann wie folgt formulieren
a = a; = RPM (1.2)
R502 ist die 0,2-Dehngrenze. Diese stellt einen möglichen
Werkstoffkennwert fürdas durch Fließen gekennzeichnete
Grenzverhalten dar. wobei in diesem Fall von fehlender
Verfestigung ausgegangen wird. Aufgrund der Probleme
bei der experimentellen Bestimmung des Fließbeginns
trifft man in der Literatur [4] auch andere Kennwerte an. So
wird beispielsweise für Spannstähle im Betonbau Ftme
angewendet, während in amerikanischen Regelwerken
auch Mittelwertsbildungen aus Zugfestigkeit und 0,2-
Dehngrenze bzw. bei Werkstoffen mit ausgeprägter
Streckgrenze der Mittelwert aus Zugfestigkeit und Streck-
grenze Anwendung findet. Die Diskussionum die Bevorzu-
gung des einen oder anderen Kennwertes ist jedoch nicht
Gegenstand dieser Arbeit.
Die Bedingungen für das Erreichen des Grenzzustandes
lassen sich wie folgt zusammenfassen
0 = 00
Dabei ist im Falle spröder Werkstoffe für as der Wert oz
einzusetzen, für duktile Werkstoffe verwendet man 0F.
Natürlich ist die Einteilung in spröde und duktile Werkstoffe
ziemlich formal. Exakterweise müßte nach sprödem bzw.
duktilem Werkstoffzustand unterteilt werden. In Abhängig-
keit von der Einwirkung äußerer Faktoren (Wärmebehand-
lung, Temperatur usw.) kann sich der der chemischen Zu-
sammensetzung nach identische Werkstoff im spröden
bzw. im duktilen Zustand befinden.
Für isotrope Werkstoffe kann man die GI. (1.3) für den
mehrachsigen Spannungszustand verallgemeinern
0V = (IG
Dabei ist die Größe av die Vergleichs- bzw. äquivalente
Spannung, die die Äquivalenz zwischen dem einachsigen
und dem mehrachsigen Spannungszustand herstellt. Die
Darstellung von av ist an mehrere Forderungen gebunden.
Erstens sollte die äquivalente Spannung eine Funktion des
Spannungszustandes sein, wobei der Ausdruck von av ge-
genüber Koordinatentransformationen invariant sein muß.
Dies hat die Folge, daß die Funktion av nur von den Inva-
rianten des Spannungstensors abhängen darf. Zweitens
sollten für isotrope Werkstoffe Konstanten im Ausdruck für
av skalare Größen sein. Drittens sollte die Fläche, die im
Spannungsraum mit Hilfe von GI. (1.4) beschrieben wer-
den kann, nicht imaginär sein. Dabei wird an die Funktion
av die Forderung der Konvexivität bezüglich der Spannun-
gen gestellt. Viertens müssen sich die werkstoffspezifi-
schen Kennwerte, die in den Ausdruck für av eingehen,
aus einer endlichen Anzahl von Grundversuchen ermitteln
lassen, wobei die Ermittlung der Kennwerte eindeutig
möglich sein muß. Und fünftens muß der Ausdruck für av
eine homogene Funktion der Spannungen sein, wobei die
GI. (1 .4) im Fall des einachsigen Zustands in GI. (1.3)über—
gehen soll.
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Unter Beachtung der formulierten Forderungen kann man
wie folgt vorgehen. Es werden zunächst drei Invarianten
des Spannungstensors an eingeführt
I1 = 0m I2 = 01:10»: l3 = Oman/01k (1-5)
In den Gln. (1.5) nehmen die Indizes die Werte 1, 2, 3 an,
wobei über doppelt auftretende Indizes summiert wird. Die
Gln. (1.5) Iauten unter Berücksichtigung der Symmetrie
des Spannungstensors (0k, = am)
’1 = 011+ 022 + 033.
12 II 0'112 + 0222 + 0332 + 2(0122 + 0232 + 0132),
’3 = 0113 + 0223 + 0333 + 3[011(0122 + 0132)
+ (722(0232 + 0122) + 033(0st + 0132) + 2013 02a 012]
Weiterhin werden eine lineare, eine quadratische und eine
kubische Invariante unter Einbeziehung von 6 werkstoff-
spezifischen Kennwerten, A, B, C, D, K, E eingeführt
01 = 8,1,
022 = AI12 + Clg, .8)
033 = 01,3 + Kl, 12 + 5/3 (1.9)
Bei der „Konstruktion“ der Invarianten (1.7) bis (1.9) wur-
den die Möglichkeiten der Berücksichtigung des Beitrags
jeder der lnvarianten des Spannungstensors (1.5) einbe-
zogen. So geht die erste Invariante in jeden der Ausdrücke
(1 .7) bis (1 .9) ein, wobei sie in der GI. (1 .9) zweifach auftritt.
Die zweite Invariante wird nur in die Gln. (1 .8) und (1 .9) ein-
bezogen. Die dritte lnvariante tritt entsprechend nur einmal
auf. Für die Vergleichspannung kann dann folgender Aus-
druck gesetzt werden
OV I 01+02+03
Der hier vorgeschlagene Weg der Formulierung der Gln.
(1.5), (1.7) bis (1 .10) wurde bereits erfolgreich in zwei füh-
renden Arbeiten angewendet — bei der formulierung von
Konstitutivgleichungen im Rahmen der nichtlinearen Ela-
stizitätstheorie [5] und der Kriechtheorie [6] für isotrope
Werkstoffe mit komplizierten Eigenschaften. Hier wird
diese Methode auf die Analyse von Grenzzuständen von
isotropen Werkstoffen ausgeweitet.
3. Diskussion der Grundversuche
Der vorgeschlagene Ausdruck (1 .10), der aufdie Gln. (1 .7)
bis (1.9) zurückgeht, enthält 6 werkstoffspezifische Kenn—
werte. Damit kann dieser Ausdruck auch als 6-Parameter—
Gleichung bezeichnet werden. Daraus kann man schluß-
folgem, daß 6 Grundversuche zur Ermittlung der Kenn-
werte notwendig sind. Der gegenwärtige Stand der Fest-
körpermechanik läßt es nicht als realistisch erscheinen, bei
praktischen Aufgaben ein 6-Parameter-Kriterium für den
Grenzzustand zu verwenden. Im Zusammenhang damit
werden in der Darstellung der kubischen Invariante (1.9)
zwei zusätzliche Bedingungen berücksichtigt
D = K = o (2.1)
Damit erhält man statt GI. (1.9) den Ausdruck
033 = E’a (2.2)
Die Einschränkungen (2.1), die das Eingehen der ersten
und der zweiten Invariante in die GI. (1.9) verhindem, sind
nicht sehr groß, da diese lnvarianten noch in den Gln. (1.7),
(1.8) berücksichtigt werden. Durch den Erhalt des Kenn-
werts E und der dritten lnvarianten in GI. (1.9) kann jedoch
deren Einfluß auf den Grenzzustand isotroper Werkstoffe
untersucht werden. Für die weiteren Ausführungen wird
folglich nur ein 4-Parameter—Kriterium des Grenzzustan-
des (1.4) unter Einbeziehungen der Gln. (1.7), (1.8), (1.10)
und (2.2) betrachtet. Dieses Kriterium kann in folgender
spezieller Form angegeben werden
3
BI1+ VAI12+ C]: + E/3 = 0G
Die Ermittlung der Kennwerte im vorgeschlagenen Krite-
rium (2.3) kann methodisch folgendermaßen geschehen.
Dazu ist es notwendig. die Grundversuche für Prüfkörper
aus dem zu untersuchenden Werkstoff zu analysieren. Da-
bei wird angenommen, daß im Prüfkörper ein homogener
Spannungszustand auftritt und dieser den Grenzzustand
im Werkstoff hervorruft.
f
Einachsiger Zug. Dabei ist die einzige von Null ver-
schiedene Grenzspannung o", wobei an > 0 ist.
Als Bedingung für das Erreichen des Grenzzustan-
des ergibt sich
011 = as
it
Einachsiger Druck (an 4: O, on < 0). Wenn on die
Festigkeits- bzw. Fließgrenze bei Druck ist, gilt für
den Grenzzustand
011 = ‘00
Reine Torsion (0.2 #= 0). Wenn 17 die Festigkeits-
bzw. Fließgrenze des Werkstoffs bei Torsion ist, er-
hält man in diesem Fall für den Grenzzustand
012 = Tr
‘2‘.
Belastung einer dünnwandigen Rohrprobe (Dicke h,
Radius der Mittelfläche R) mit Innendruck. Damit
sind von Null verschieden die Spannungen an
und 022, wobei der Grenzzustand bei folgenden
Spannungswerten erreicht wird
0n = (In/2. 022 = on (2-7)
Dabei ist an = pR/h die radiale Grenzspannung im
dünnwandigen Rohr und p der Grenzwert des Innen-
drucks.
Jetzt wird das Kriterium (2.3) für jeden Grundversuch ana-
lysiert. Im Fall des einachsigen Zugs erhält man die Inva-
rianten (1.6) unter Berücksichtigung der GI. (2.4)
’1 = 06- ’2 = 062: (a = 063 (2.8)
Daher folgt das Kriterium (2.3) mit
B+\/A+C+\3/75 =1 (2.9)
Bei einachsigem Druck folgt unter Beachtung der GI. (2.5)
aus GI. (1.6) für die lnvarianten
I, = —aD, I2 = 002, [3 = —oD-" (2.10)
Damit nimmt das Kriterium (2.3) den folgenden Ausdruck
an
—B+\/A+C 3V} = „6/0„ (2.11)
Für eine Torsion ergibt sich bei Verwendung der GI. (2.6)
für die lnvarianten
I, = 0, 12 = 2:72, I3 = 0 (2.12)
Folglich ergibt sich für das Grenzzustandskriterium (2.3)
2C = 09/11 (2.13)
Für das vierte Experiment ergeben sich die Invarianten
(1.6) unter Einbeziehung der GI. (2.7) in der Form
I, = (3/2)” I; = (514)032, I3 = (9/8)a„3 (2.14)
Damit erhält man für das Kriterium (2.3)
3
(3/2)B+ (9/4)A+(5/4)C+ V9512 = (‚G/an (2.15)
Damit stehen 4 Gln. (2.9), (2.11), (2.13) und (2.15) zur Er-
mittlung der zu bestimmenden werkstoffspezifischen
KennwerteA, B, C und E zur Verfügung. Nach einigen Um-
formungen erhält man
C
A
avg
062/(2172 ,
(1 + 06/UD)2/4 — Caz/(2172);
= [3(1" 05/00)]2 — 206/03 (2.16)
3
+ V 9(1+aG/op)2l4 — zog/„2 1/(3 - V5),
to II (1 — 06/00)/2—[3(1 - oeloo)l2—2rJG/an
3
V 9(1+ aGIaD)2/4 — 2062/112]/(3 — V5),
3. Sonderfälle des Grenzzustandskrite-
riums
4
.
Das vorgeschlagene Kriterium (2.3) stellt ein verallgemei-
nertes Kriterium für den Grenzzustand isotroper Werk—
stoffe dar. Nachfolgend wird gezeigt, daß aus diesem Kri-
terium verschiedene spezielle Kriterien folgen (darunter
auch aus der Literatur bekannte), die eine geringere An—
zahl von Parametern enthalten.
3.1. Ein-Parameter-Kriterium nach von Mises
Von Mises schlug folgendes Kriterium für den Grenzzu-
stand vor [7]
a) = 06 (3.1)
Dabei ist a, = [(3/2)s„ ska"2 die Spannungsintensität,
sk. = 0k, — (1/3I16„ sind die Komponenten des Deviators
des Spannungstensors, und 6k. stellt das Kronecker—Sym-
bol dar. Der Vergleich des von—Mises-Kriteriums (3.1) mit
dem Kriterium (2.3) liefert
B=E=0‚ A=—112, C=3l2 (3.2)
Nach Einsetzen der ermittelten Werte (3.2) in die Gln.
(2.16) ergeben sich Beziehungen für die Grenzwerte in
den Grundversuchen
aG/oD = 1, 06/17 = V5, oG/on = V5 I2 (3.3)
Folglich kann man das von-Mises-Kriterium nur dann ver-
wenden, wenn in den Grundversuchen die Beziehungen
(3.3) ermittelt werden. Damit kann man die Beziehungen
(3.3) auch als Empfehlung zur praktischen Anwendung
des von-Mises-Kn'teriums ansehen.
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3.2. Zwei-Parameter—Kriterien
Nachfolgend werden Kriterien betrachtet, die zwei Para-
meter enthalten. Deren Ermittlung erfordert die Durchfüh-
rung von zwei Grundversuchen. Ein erstes Grenzzu-
standskriterium läßt sich in folgender Form angeben
0.5(1 — ‚0/, + 0.5(1 + ‚an, = aG (3.4)
Dabei gilt x = 06/00. Die GI. (3.4) wurde zuerst von Nadai
[8] vorgeschlagen. Von Prager und Drucker wurde später
ein Kriterium vorgeschlagen [9], welches folgende Form
hat
b/1+ 80, = 06
Der Vergleich der Gln. (3.4) und (3.5) liefert
b = (1—;0/2, a = (1 +x)/2, (3.6)
folinch stimmt das Kriterium (3.5) mit dem Nadaischen Kri—
terium (3.4) überein. Um die Eindeutigkeit der weiteren
Überlegungen zu sichern, wird hier nur auf das Kriterium
(3.4) eingegangen. Dieses folgt ebenfalls als Sonderfall
des verallgemeinerten Kriteriums (2.3). Dabei sind fol—
gende Beziehungen einzuhalten
B=(1—;dl2‚ E=0, C=3(1+‚()218‚ A=—(1+)02/8
(3.7)
Nach Einsetzen der Beziehungen (3.7) in die linken Seiten
der GI. (2.16) erhält man durch Auflösung des entspre-
chenden Gleichungssysteme
1/5(1+x)’2‚
v3(1+ ‚0/4 + 3(1—‚0/4
In den Gln. (3.8) tritt x = 06/00 als eine gegebene Zahl auf,
die aus experimentellen Daten folgt. Damit basiert das Kri-
terium (3.4) auf zwei Grundversuchen: einachsiger Zug
und einachsiger Dmck. Die Ergebnisse der anderen Ver-
suche (reine Torsion und Belastung einer dünnwandigen
Rohrprobe durch Druck) müssen dabei den Bedingungen
(3.8) genügen. Damit stellen die Gln. (3.8) praktische An-
wendungsempfehlungen für das Kriterium (3.4) dar.
Ein weiteres Kriterium mit zwei Parametern kann folgen-
dermaßen angegeben werden. Setzt man in GI. (2.3)
06/17
06/03 (3.8)
B = E = 0. (3.9)
ergibt sich
VAI,2+CI2 — 05 = o (3.10)
Unter Verwendung der Gln. (2.16) und der Werte für die
Kennwerte (3.9) erhält man
09/00 = 1, 09/0,; = V 9/4—092/(2172) (3.11)
Damit verwendet das Kriterium (3.9) Daten der Experi-
mente zum einachsigen Zug und zur reinen Torsion. Die
Daten der anderen Experimente müssen die Bedingungen
(3.11) erfüllen. d.h.‚ die Gln. (3.11) definieren die Anwen-
dungsgrenzen des Kriteriums (3.10). U.a. folgt damit, daß
das Kriterium (3.10) nicht für isotrope Werkstoffe verwen—
det werden kannI die unterschiedliche Festigkeitgrenzen
bzw. Fließgrenzen bei Zug und Druck aufweisen.
3.3. Drei-Parameter-Kriterien
Für Drei-Parameter—Kriterien ist zu berücksichtigen, daß
dazu die Versuchsdaten von drei Grundversuchen vorlie-
gen müssen.
Setzt man in GI. (2.3)
E = o (3.12)
folgt das Kriterium
BI, + VAI? + Clz = 06 (3.13)
Nach Einsetzen der GI. (3.12) in die Gln. (2.16) ergibt sich
aG/on = 3(1 — ‚0/4 + V 9(1 + ‚02/16 — viz/2 (3.14)
mit x = 06/00 und W = 06/17 als gegebenen Zahlen-
werten. Das Kriterium (3.13) basiert auf den Grundversu—
chen einachsiger Zug. einachsiger Druck und reine Tor-
sion. Dabei muß der Grenzwert der Radialspannung in den
mit Innendruck belasteten dünnwandigen Rohrproben die
Beziehung (3.14) erfüllen. Die GI. (3.14) ist damit die An-
wendungsempfehlung für das Kriterium (3.13).
Ein weiteres Drei-Parameter-Kriterium läßt sich mit folgen-
der Formel beschreiben
3
VAI12+CI2 = vEl", = OG
Die GI. (3.15) folgt aus dem Kriterium (2.3) für
B = o (3.16)
Damit ergibt sich aus den Gln. (2.16) die Bedingung
3
aG/ag = V50 — ‚0/4 + V9(1+x)2/16— 1112/2 (3.17)
Für das Kriterium (3.15) werden folglich Daten aus den
Versuchen zum einachsigen Zug, zum einachsigen
Druck und zur reinen Torsion benötigt. Die GI. (3.17)‘
stellt die entsprechende Anwendungsempfehlung dar.
Die Ergebnisse derDiskussion zu den Sonderfällen des
allgemeinen Kriteriums (2.3) sind in der Tabelle zusam-
mengefaßt.
(3.15)
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4. Zusammenfassung
Für jedes der betrachteten Kriterien des Grenzzustandes
konnten entsprechende Bedingungen für deren Anwen-
dung definiert werden. Wenn mandabei feststellt, daß auf-
grund der Daten der Grundversuche kein spezielles Krite-
rium angewendet werden kann, muß das verallgemeinerte
Vier-Parameter-Kriterium des Grenzzustands in der Form
der GI. (2.3) herangezogen werden. Zur experimentellen
Begründung des Kriteriums (2.3) können beispielsweise
Daten von einachsigen Zugversuchen in Hochdruckkam—
mern verwendet werden. Dabei ist proportionale Bela-
stung und Halten der Belastung bis zum Eintritt des Grenz-
zustandes bei einem konstanten Verhältnis von auf die
Probe wirkender Längskraft zum hydrostatischen Druck
zugelassen. Von Interesse ist daher die Gegenüberstel-
lung von theoretischen Ergebnissen im Rahmen des Krite—
riums (2.3) mit experimentellen Daten aus Versuchen, bei
denen folgende Spannungen realisiert werden
I
U11 = 2(7J3, 022 = 033 = "0J3 (4.1)
Damit ergibt sich unter Anwendung der ersten Bezie-
hung aus (1.6), daß die erste Invariante verschwindet,
d. h.
I, = 0 (4.2)
3
011 = 0... 022 = 033 = “On/V? (4-3)
In diesem Fall erhält man, daß die dritte Invariante ver-
schwindet, d. h.
[3 = 0 (4.4)
n
Der hier aufgezeigte Vergleich von theoretischen und ex-
perimentellen Ergebnissen gestattet entweder die Begrün-
dung eines Vier-Parameter-Kriteriums des Grenzzustan-
des in der Form der GI. (2.3), welches die Annahmen (2.1)
verwendet, oder erfordert die Anwendung des Kriteriums
(1.4) auf der Grundlage der Vergleichsspannung (1.10)
und der Darstellung (1.9) mit einer größeren Anzahl von
Parametern [im Vergleich zur GI. (2.2)].
Untersuchungen zu verallgemeinerten Versagenskriterien
sind von großer praktischer Bedeutung. Zur Diskussion um
diese Fragen sei an dieser Stelle nur auf [10] verwiesen.
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